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1. INTRODUCAO

Este trabalho apresenta uma breve nocdo de polindmios ciclotomicos e o Teorema de

Wedderburn, um importante resultado de classificacdo de anéis.
2. DEFINICOES E RESULTADOS PRELIMINARES

Definicao 2.1 Seja K um anel de divisdo e F' um corpo, F' C K. A dimensdo de K como um

F-espaco vetorial é o grau de K sobre F e serd denotada por [K : F].

Lema 2.1 Seja F' um corpo finito com g elementos e suponha que F' C D, onde D € um anel

de divisdo finito. Entdo D tem ¢" elementos, onde n = [D : F].

Lema 2.2 Seja D um anel de divisdao e sejam
Z={d € D;dz=1zd,Vz€ D} eCp(a) ={d € D;ad = da}. Entdo, Z é corpo e Cp(a) é anel de
divisao.

Definicao 2.2 O corpo Z do lema 2.2 ¢ dito o centro de D. O anel de divisdo Cp(a) do lema

2.2 € dito o centralizador de a em D.

Definicao 2.3 Seja G um grupo. A cardinalidade de G serd chamada a ordem de G e sera

denotada por |G].

Teorema de Lagrange Sejam G um grupo finito ¢ H um subgrupo de G. Entdo a ordem de
H divide a ordem de G.

Equacao das classes de conjugacio Seja G um grupo finito e Z(G) seu centro. Entio,

Gl=1Z([G)|+ ), ICql,
xi€G
xi¢Z(G)

onde os x; sdo representantes de classes de conjugacdo distintas.
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Teorema 2.1 Sejam G um grupo e C, uma classe de conjugacdo de G com representante a.

Entdo, |C,| =[G : Cg(a)], onde Cg(a) é o centralizador de a no grupo G.

Teorema 2.2 Seja F um corpo e G um subgrupo finito do grupo multiplicativo dos elemen-

tos nao nulos de F. Entdo G € um grupo ciclico.

Lema 2.3 Seja ¢ um niimero inteiro positivo e suponha que ¢" — 1 divida ¢” — 1, onde m e

n sdo inteiros positivos. Entdo n divide m.

3. POLINOMIOS CICLOTOMICOS

Considere o polindmio p(x) = x" — 1 como um elemento de C|x], onde C denota o conjunto
dos nimeros complexos. Em C[x], x* — 1 = [][(x — A), onde A é um nimero complexo que

satisfaz o polindmio p(x).

Definicao 3.1 Um nimero complexo { € dito raiz n-ésima primitiva da unidade se {" = 1

mas (" # 1, para todo m, m < n (m,n € Z%).

Os nimeros complexos satisfazendo o polindmio p(x) = x* — 1 formam um subgrupo finito,

sob a multiplicagdo, do grupo C*; logo, pelo Teorema 2.2, esse subgrupo € ciclico.

Definicao 3.2 Seja U, o conjunto de todas as n-ésimas raizes primitivas da unidade. O

polindmio

CeU,
€ chamado o n-ésimo polindmio ciclotomico.

Da defini¢ao acima, temos que

xX'—1
)=
dln, d<n
Exemplos
° ¢1 (x) =x—1
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2 =1

o do(x)= 1 =x+1

3

x’ =1
o (I)S(X):ﬁ:xz‘f‘x‘i‘l

-1
60 = @y

Reagrupando os termos de forma conveniente no polindmio p(x) obtemos

K —1=[Toalx)

d|n

Vamos agora expor mais dois resultados necessdrios a demonstracdo do Teorema de
Wedderburn.

Teorema 3.1 Para cada n > 1, ¢,(x) é monico, com coeficientes inteiros.

Demonstragdo Por indugdo sobre n. Para n =1, ¢;(x) = x — 1, que é mdnico, com coefi-
cientes inteiros. Suponha agora que o teorema vale para n = r — 1. Entdo ¢, (x) é moénico para

todo r, r|n,r # n. Dai temos que:

1= [0a(®) = 0a(x)2(x)

din

onde g(x) é mdnico e com coeficientes inteiros, pela hipétese de indugido. Comparando os
coeficientes, concluimos que ¢, (x) ¢ monico e com coeficientes inteiros, encerrando a demonstragao.
xXt—1

Teorema 3.2 Se d|n, d # n, entdo ¢y (x) a1

4. TEOREMA DE WEDDERBURN
Pequeno Teorema de Wedderburn Todo anel de divisao finito € um corpo.

Demonstragdo: Seja D um  anel de divisdo finito e  seja
Z seu centro (pelo Lema 2.2, Z é corpo). Suponhamos que |Z| = g e que [D : Z] = n. Entio,
pelo Lema 2.1, |D| = ¢".

Seja Cp(a) o centralizador de a em D. Entdo, Cp(a) é um anel de divisdo que contém
Z e, portanto, Cp(a) é um Z-espago vetorial. Assim, pelo Lema 2.1, |Cp(a)| = ¢™@), onde
m(a) = [Cp(a) : Z]. Afirmamos que m(a) divide n. Para ver isso, seja Cp(a)*, o conjunto dos

elementos ndo-nulos de Cp(a). Como Cp(a) é anel de divisdo, Cp(a)* é subgrupo de D* e, pelo
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Teorema de Lagrange, |Cp(a)*| divide |D*|, isto é, ¢"(@) — 1 divide ¢" — 1. Entdo, pelo Lema
2.3, m(a) divide n.

Consideremos agora a equacdo de classes do grupo D*. O centro de D* é Z*, donde
|Z*| = g — 1. Para cada elemento a de D*, |Cp(a)*| = ¢"@ — 1, para algum m(a) € Z.
—_D* - *] qn_
Pelo Teorema 2.1, |C,| = [D* : Cp(a)*] = 7@ 1
D*. Desse modo, a equagao de classes do grupo D* é

, onde C, € a classe de conjugacdo de a em

Seja agora ¢, (x) o n-ésimo polindmio ciclotdmico. Pelo Teorema 3.1, ¢,(¢) € inteiro e, pelo
n pa—

. . q
Teorema 3.2, ¢,(q) divide @ — 1

que 0,,(g) divide ¢" — 1 pois ¢, (x) divide x" — 1. Sendo assim, ¢, (g) divide g — 1 (pela equagéo

, para cada m(a), onde m(a)|n e m(a) # n. Temos ainda

das classes de conjugagdo).

Por defini¢ao,

n

onx)=JI =07

s=1
m.d.c.(s,n)=1

onde £ é uma n-ésima raiz da unidade. Entdo, temos que

o@l= ] la-Cl> H1 (g—1)>q—1
.:s,n)zl

Sy

m.d.c.(s,n)=1 m.d.

Mas ¢,(g) divide ¢ — 1 e, entdo, ¢,(q) = ¢ — 1. Portanto, n =1 e D = Z, encerrando a

demonstracao.
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