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Resumo

Sejam U, V' espacos vetoriais de dimensdo finita, sobre o corpo dos niimeros reais R. O
produto tensorial dos espacos U e V' é um par (W, ¢), onde W é um espago vetorial real, e
g: U xV — W € uma aplicacao bilinear que satisfaz a seguinte propriedade universal

Para todo espaco vetorial W', sobre o corpo dos niimeros reais R, e para toda aplicacdo
bilinear v : U x V. — W, existe uma uinica aplicacdo linear

T:-W—->W

tal que
Y(u,v) =T (Pp(u,v)), Vu e U eVv € V.

O espaco vetorial W sobre o corpo dos reais, resultante do produto tensorial de U por V' é
denotado por W = U ®g V. Também definimos o conceito de produto tensorial por duas vias
alternativas, onde usamos os conceitos de espaco dual e o espacgo bidual, alguns isomorfismos
canoOnicos, € os conceitos de soma direta e produto cartesiano entre espacos vetoriais. Vale
lembrar que, o espaco dual de um espaco vetorial real € o conjunto dos funcionais lineares reais,
isto €, aplicacdes lineares entre o espaco e o corpo base R, veja [Hoffman and Kunze, 1971].
Estas trés maneiras levam a constru¢des equivalentes, conforme [Lima, 2010]. Além disso,
dependendo do tipo de propriedade que queremos demonstrar, podemos escolher a definicdo
que mais favorece a resolucao do problema.

Em seguida, apresentamos vdrias propriedades, dentre as quais se destacam, a propriedade
universal para produtos tensoriais, a unicidade de tal produto a menos de isomorfismos. Tam-
bém definimos o conceito de produto tensorial de aplicacdes lineares, o produto de Kronecker e
como se ddo as mudancas de coordenadas de um tensor quando mudamos as bases dos respec-
tivos espagos vetoriais. E finalmente estudamos o produto tensorial de varios espacos vetoriais,
que € uma extensao natural do conceito de produto tensorial para dois espacos. Provamos varias
propriedades deste produtos, por exemplo:

I

UV
UeV)oW
UaV)oW

VeU,
U (VeW);
UaW)s(VeWw)

I

I
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RSA: Um algoritmo de criptografia

RSA ¢ um sistema de criptografia com chave publica, que deve seu nome a trés
professores do MIT, Ronald Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman. E muito usado nas
comunicagoes eletronicas como cartdes de crédito e tipos de comunicagao em que €
necessario usar assinatura eletronica.

A matematica usada no RSA ¢ elementar e se baseia nos conceitos basicos da teoria
dos niimeros. Para a implementacdo do RSA ¢ necessario a escolha de dois niimeros inteiros
que sdo produtos de dois primos, mas que ndo podem ser fatorados facilmente, ou seja, cada
um desses inteiros devem ser produtos de dois primos muito grandes (da ordem de 10190).

Para entender o algoritmo, € necessario primeiramente conhecer o famoso “Pequeno
Teorema de Fermat”. Pequeno Teorema de Fermat: Seja p um nimero primo. Se a ¢ um
inteiro tal que mdc(p,a) = 1, entdo a?~! = 1(mod p).

Também devemos conhecer a fun¢do phi (¢) definida da seguinte forma:

o) =#{n e Njn < x Amdc(n,x) = 1}
No RSA as chaves (publica e privada) sdo geradas da seguinte forma: Escolha dois

niimeros primos grandes p e q, da ordem de 101°°

no minimo. Sejan = p - q, calcule
p(n)=(@—-1)-(q—1).Escolhae e Ztalquel <e < @p(n)e mdc(e,tp(n)) = 1. Seja
d, de tal forma que d - e = 1(mod ¢@(n)). Entdo teremos uma chave publica (o parn e e) e
uma chave privada (o parn e d).

Para transformar uma mensagem m, sendo 0 < m < n, em uma mensagem c cifrada
usando a chave publica, basta fazer: ¢ = m® (mod n).

Para recuperar a mensagem m da mensagem cifrada ¢ usando a chave privada, basta
fazer: m = ¢% (mod n).

Em ambos calculos teremos que usar o Pequeno Teorema de Fermat para resolve-los.

“revisado pelo orientador”
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1 Definicao
Definigao 1. Fractal é um conjunto K em que a dimensdo de Haus-

dorff Besicovitch é estritamente maior que a dimensio topolégica, ou
seja, K pertence ao conjunto dos fractais se e somente se:

DimH( K )> Dim( K )
Para entendermos melhor o que é um fractal precisamos ter
uma ideia do que seria a dimensao de Hausdorff e a dimensao
topoldgica de um conjunto. Vejamos a préxima segao:

2 Conceito intuitivo da Dimensao de
Hausdorff e da Dimensdo Topolégica
de um conjunto

A nogdo de dimensado é uma questao fundamental em siste-
mas dindmicos. Ela estd intimamente ligada ao ntimero de in-
formagdes necessarias para se localizar um ponto no espago (no
caso, dadas pelas coordenadas) e a nogao de medida de com-
primento. O conceito de dimensao topoldgica esta relacionado
com a seguinte ideia: um conjunto tem n dimensoes quando
podemos dividi-lo por meio de cortes que sejam eles préprios
conjuntos de n — i dimensoes. Por essa definicao, a reta terd
dimensao i (porque pode ser separada por um ponto); o plano
terd dimensao 2 (porque pode ser separado por uma reta); o
espago usual tera dimensao 3 (porque pode ser separado por
um plano), e assim, sucessivamente, podemos imaginar conjun-
tos continuos com um nimero crescente de dimensdes. Exem-
plo: O triangulo tem dimensao topoldgica i + i = 2, pois uma
reta (dimensao 1) pode dividi-lo. J4 o conceito de dimensao de
Hausdorff esté ligado ao efeito que as homotetias (dilatagoes)
produzem na proporcionalidade dos objetos. Uma homotetia
de razao trés multiplica os comprimentos por 3, as superficies
por 3> = 9, e os volumes por 3° = 27 (o que, generalizando,
permite calcular o “volume’ de um objeto de dimensao d por
34).

3 A curva de Koch

Definigdo 2. A curva de Koch é definida a partir de um segmento
de reta e de um processo de iteragdo. O processo de iteragio consiste
em acrescentar um ‘chdpeu de bruxa’ em cada segmento de reta da
iterago anterior (veja o que acontece entre as iteragdes 0 e 1 na figura
abaixo para entender melhor). A curva de Koch é obtida quando itera-
mos um mimero infinito de vezes o segmento de reta:

Heracks 0 r——
seracis Rmeracio
Ty Meractod ~f

Figura 1: O processo iterativo para se chegar a curva de Koch

A cada nova itera¢do o tamanho da curva aumenta em j vezes
o tamanho da anterior; portanto, o tamanho da curva de Koch
é infinito.

Agora, vamos descobrir a dimensao de Hausdorff e a dimen-
sdo topologica da curva de Koch. A dimensio topolégica da
curva de Koch é 0 + 1 = i, pois um ponto (dimensao 0) conse-
gue dividi-la j& que ela é proveniente de um segmento de reta
(dimensao 1).

Seja K o conjunto de pontos da curva de Koch. Para desco-
brirmos a sua dimensao de Hausdorff vamos aplicar uma ho-
motetia de razao 3 no seu segmento de reta gerador. Note que
aumentamos em 4 vezes o seu tamanho:

Aviey ga Hamaiesas (o rele

Depoin da morresiptia jdllstag o)

i — — | N

Figura 2: O efeito que a homotetia de razio 3 produz na curva de Koch

Portanto, a dimensao de Hausdorff da curva de Koch é:

3DmH(K) — 4 = DimH( K ) = — ~ 1.26186

Fractais: O que sdo?
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Logo, a curva de Koch é um fractal, pois i.26i86 > i, ou seja:

DimH( K ) > Dim( K )

4 O Triangulo de Sierpinski

Definigao 3. O triangulo de Sierpinski ¢ definido a partir de um tri-
angulo equildtero e de um processo de iteragdo que aplicamos sobre o
triangulo um niimero infinito de vezes. O processo de iteragdo con-
siste em remover um tridngulo equildtero do centro de cada tridngulo
da etapa anterior.

A imagem a seguir ilustra o processo:
Figura 3: As 5 primeiras etapas da construgao do Tridngulo de Sierpinski

Este conjunto tem algumas propriedades bastante curiosas:

o Tem drea zero, pois a cada passo a drea reduz-se para 5 da
area do passo anterior. Por exemplo se a érea inicial for i, ao
fim do primeiro passo é ;’ ao fim do segundo é = * :’ ao fim

.= 0;

do terceiro é ; 7, pelo que a drea limite é :5 * f *

 E infinito, pois em particular o conjunto de pontos que nao
sao retirados da base do tridngulo inicial é infinito.

o £ auto-semelhante, i.e. cada parte é uma c6pia de si propria.
© Sua dimensao topologica é 1.

e Seja T o conjunto de pontos do tridgngulo de Sierpinski. Sua
dimenséao de Hausdorff é:

w3

~ 1585 > 1
S~ i

oPimH(T) — 3 = DimH(T ) =

5 O conjunto de Mandelbrot

Os fractais foram popularizados por Mandelbrot em 1975 em
seu livro Les Objets Fractals: Forme, Hasard et Dimension.
Neste livro, Mandelbrot usou o termo fractal para descrever
um ntmero de fendmenos matemaéticos que pareciam exibir
comportamento ca6tico ou surpreendente. Todos estes fenome-
nos envolviam a defini¢ao de alguma curva ou algum conjunto
através do uso de algumas fungdes ou algoritmos recursivos. O
conjunto de Mandelbrot é um desses fendmenos e leva o nome
de seu descobridor.

Definigao 4. O conjunto de Mandelbrot é definido como o conjunto
de pontos c no plano complexo para o qual a sequéncia definida recur-
sivamente:

=0

L2
Znyi = Zp e

ndo tende ao infinito.

Figura 4: O conjunto de Mandelbrot no plano Complexo

O conjunto de Mandelbrot foi definido pela primeira vez em
1905 por Pierre Fatou, um matematico francés que trabalhou
no campo da dindmica analitica complexa. Fatou estudou pro-
cessos recursivos como z — z” + c. Comegando com um ponto
qualquer zj no plano complexo, podem-se gerar pontos suces-
sivos aplicando-se repetidamente esta férmula. A sequéncia
de po?tos obtida é chamada o¢rbita de z; sob a transformagao
z—>z"+ec

Fatou percebeu que a érbita de z) = 0 sob esta transformagao
forneceria alguma introspecgao sobre o comportamento de tais
sistemas. Existe um ntimero infinito de tais fungoes - uma para
cada valor de c. Fatou ndo teve acesso a um computador capaz
de plotar as 6rbitas de todas essas funcdes, mas ele tentou fazer
isso a mao. Ele provou que uma vez que um ponto atinge uma

Orientadora: Shirlei Serconek

distancia da origem maior que 2, a 6rbita explode para o infi-
nito.

Fatou nunca viu uma imagem, como estamos acostumados a
ver, do que hoje chamamos de conjunto de Mandelbrot pois a
quantidade de calculos necessaria para se gerarem tais imagens
estd além da capacidade de um ser humano executar a mao. O
Professor Benoit Mandelbrot foi a primeira pessoa a utilizar um
computador para plotar o conjunto.

O conjunto de Mandelbrot assim como outros fractais possui
uma estrutura fina em qualquer escala. A estrutura fina consiste
em detalhamento infinito. Sucessivas ampliagoes de um fractal
levam a mais e mais detalhes, indefinidamente. Isso ndo ocorre
com as figuras geométricas convencionais, como a circunferén-
cia: se ampliarmos suficientemente um pequeno arco da mesma
e dele retirarmos um pequeno arco que também ampliaremos,
e repetindo sucessivamente o processo, obteremos um arco vir-
tualmente retilineo. Uma reta se caracteriza por ndo possuir
detalhes. Nos fractais, isso ndo ocorre. A cada ampliagdo sur-
gem mais detalhes, mesmo que se repita o processo indefinida-
mente. Se o fractal for construido na tela gréfica de um com-
putador, os detalhes aparecerao nas ampliagoes sucessivas, até
onde o computador suportar a realizagao dessas ampliagdes.

Figura 5: Sucessivas ampliacdes no conjunto de Mandelbrot o levam a ele
mesmo

6 O conjunto de Julia

Definigao 5. O conjunto de Julia é definido como o conjunto de pon-

tos ¢ no plano complexo a partir de um dado mimero complexo = para
qual a sequéncia definida recursivamente:

ndo tende ao infinito.

Figura 6: Arte feita a partir de um conjunto de Julia

Sua defini¢do é bem parecida com a do conjunto de Mandel-
brot. Na verdade ha uma relagao bem forte entre esses conjun-
tos. Por exemplo, se o niimero complexo z usado para definir
um conjunto de Julia pertencer o conjunto de Mandelbrot, esse
conjunto de Julia serd conexo, caso o contrario ele sera desco-
nexo. Note:

e b
e xr- (=1 b ==t
R [N —"

! ]

Figura 7: Relagdo entre o conjunto de Julia e o de Mandelbrot
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RESUMO:

O presente trabalho busca desenvolver e apresentar os conceitos necessarios para o
entendimento da teoria de cddigos corretores de erros, assim como topicos importantes de
algebra linear e dlgebra abstrata.

Foi proposta uma metodologia que consiste no estudo individual sob a supervisdo do
orientador, com encontros a cada duas semanas para a apresentacao do desenvolvimento e
esclarecimento das duvidas que surgiram .

Este trabalho iniciou-se em setembro de 2013 com o estudo da élgebra linear e, assim sendo,
foram estudados todos os conceitos desta disciplina: resolu¢do de matrizes e sistemas lineares,
espago vetorial com produto interno, transformacdes lineares, autovalores e autovetores,
diagonalizagdo de operadores e as formas quadraticas, lineares e bilineares.

Apos esses conceitos iniciais, foram trabalhados topicos de algebra abstrata , tais como a
relacdo de equivaléncia, produto cartesiano e teoria de Galois elementar.

Por fim ,teoria de codigos foi trabalhada em todos os seus conceitos fundamentais, tais como
a métrica de Hamming , equivaléncia de codigos, codigos lineares e ciclicos e decodificagdo.

PALAVRAS-CHAVE: Corpo finito, codigo de Hamming, cddigo de Golay, decodificacao.

Revisado pelo orientador.
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INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

INTRODUCAO

Com o advento da tecnologia em nosso dia a dia, tornou-se
necessario a preocupagdo com a veracidade e a seguranga com
que as informagdes sdo passadas. Nesse sentido, a teoria de
codigos corretores de erros ¢ a base fundamental para que seja
feita a transmissdo de dados de maneira segura e eficaz,
permitindo a detecgdo de possiveis erros que possam ocorrer e
a sua corregdo. A teoria moderna de codigos originou-se com
o trabalho de Claude Elwood Shannon, que teve um papel
importante na criagdo da teoria da informagdo. Os codigos
corretores de erros tem como elementos seqiiéncia de
simbolos pertencentes a um alfabeto, como por exemplo, os
digitos bindrios. Esses elementos sdo chamados de palavras,
que juntamente com suas estruturas algébricas formam a base
de muitos codigos importantes ¢ conhecidos e, além disso, o
estabelecimento de um conceito adequado de distancia ¢ o
processo de avaliagdo dessa distdncia entre palavras sdo
fundamentais no processo de decodificagao.

DEFINICOES
Seja F; o corpo finito com q elementos.
(F)'={x = (x1,x5..., %) x; € (F)"}

A distincia do Hamming entre x,y € (F;)" ¢ dada por:
dxy) = I{ilx # yu1 < i <nj

Sendo a distdncia de Hamming uma métrica:
. dxy)=0-ox=y
. d(y)=d@x),Vxy €F)
. d(xy)<d(x2)+d(y,2), Vx,y,z€
E)

Dado um elemento x € (F,)" e um inteiro positivo r chama-se
bola de centro em a e raio r, ao conjunto.

B.(a) = {x € (F)"d(x,a) <1} e esfera de centro

ema e raio r, ao conjunto
S.(a) = {xe (FQ"d(x,a)=r}

Um cédigo gq-drio de comprimento n, com m palavras e
distancia minima d , diz-se um (n, m, d) codigo.

Uma fungio ¢: (F))" - (F;)" ¢ uma isometria de Hamming
sel

d @9 ) = dxy).Vxye(F)
Por ser injetora e sobrejetora , a fungdo ¢ ¢é bijetora.

Dado um elemento x num codigo linear C chama-se peso de
X 0 niimero:

W(x) = d(x,0)
E o peso do codigo C o nimero:

w(c)

fw (x)|x € C,x # 0}

TEOREMA: Dados x = (X1, X2, ...,X,), ¥ = (¥1, Y20, ¥n) € C
temos:

Capa

d(xy) ={ilx#y, 1<i<n}| =[{ilxi-y#0, 1 <i <
nj|

dxy) =dx-y0 =wkx-y)
() =w()

Uma Matriz de codificagio ¢ uma matriz G € M, (F)cujas
linhas formam uma base para o codigo C.

Seja C < (Fy)" num cédigo linear entdo,

C+ = {ve(F):<uv>=0,YucE (}éo codigo dual
de C.

Se G ¢ a Matriz geradorade € < (F))":

. ¢t éum subespago vetorial de (F))" :
. x €ECT®Gx'=0.

Se € c(Fq)" ¢ um codigo linear de dimensdo K, com
matriz geradora G = [, |A], entdo:

. dimC+-=n—-k
. H = [-A"| I,_;]é uma matriz geradora
deC.
DECODIFICACAO

Decodificagdo ¢ o procedimento de detecgdo e corre¢do de
erros num determinado c6digo.Inicialmente define-se o vetor
e como sendo a diferenga entre o vetor recebido r e o vetor
transmitido v.

Se H ¢ a matriz de verificagio de paridade do codigo, temos
que:

He' = H(r —v)" = Hr* —Hv' = Hr', pois Hv' =0

Portanto, a palavra recebida r tem a mesma sindrome do vetor
erro e.

EXEMPLO: O CODIGO DE HAMMING

O codigo de Hamming é uma classe de codigos lineares
binarios que permite ndo apenas encontrar o erro, mas também
a localizagdo do bit errado. Por exemplo: seja uma palavra de
oito bits numerados de

MMy M3My MM M7 Mg

Agora, acrescentando mais quatro bits a essa palavra, temos:

X1XpX3X4X5X6X7XgXgX19X11X12

Seja

my = X3,My = X5, My = Xg ,My = X7,Ms = X9, Mg =
X10,M7 = Xq1,Mg = X1z

Os quatro bits adicionados sdo calculados utilizando- se o

operador @ ou exclusivo que calcula os a paridade dos bits
dados:

X = %3 D X5 D x7 Dxo Dxp3
X; = X3 D X D %7 D x10 D x11
Xy = x5 DX D X7 Dxyy
Xg = X9 @ X1 D X113 D X1z
Agora suponha que esses doze bits sdo lidos como sendo:

Y1Y2Y3Y4Y5Y6Y7Y8Y9Y10Y11Y12
Se ndo houver erro, teremos x; = y;.
Se houver erro de um bit ¢ possivel detecta-lo e corrigi-lo.
Para isso fazemos o calculo com quatro bits ky, k,, ks e ky :

ki =y @y; Bys @y Dys yn
k=, @y; Bys Dy Dy ®yn

k3 =y, ®ys Dys Dy; D yr2
ky=ys D ys Dy ®yn ®yn

Se ky =k, = k3 = k, = 0, entdo ndo ha erros.Sendo o
nimero bindrio codificado pelos quatro bits, kyk3k,k;
determina a posigéo do bit errado.Por exemplo, se
kykskyky = 0111, entdo o bit errado é o y;.

Com esses conceitos de algebra, ¢ possivel detectar e corrigir
erros que possam aparecer na transmissio de dados,
possibilitando o uso das tecnologias que estdo cada vez mais
presentes em nosso dia-a-dia!
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Inducao matematica e a Torre de Hanoi !
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Orientadora: Profa. Dra. Kélem Gomes Lourenco

Resumo

O principio de inducao matematica é um mecanismo simples utilizado
para demonstrar alguns resultados importantes na matematica, veja [2], e
neste trabalho utilizamos este principio para mostrar uma de suas aplicagoes.
A Torre de Hanéi, criado pelo matematico Edouard Lucas, é um jogo
em que o objetivo é mover n discos de uma haste inicial para uma final,
utilizando-se de 3 hastes. Sendo que um disco menor nao pode estar sob
um maior e 86 é permitido mover um disco (acima de todos) por vez, veja
[1, 3]. O objetivo é apresentar a definicdo mateméatica do principio de
indugao, as propriedades da Torre de Hanoi e um algoritmo baseado em

operacoes bindrias para a solugao da mesma.
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Resumo

Os polindmios em K[z], polindmios na varidvel x com coeficientes no corpo K, nos reme-
tem a certos resultados, um dos mais importantes € o algoritimo de Euclides. Ele afirma que
se f, g € K|[z], g ndo identicamente nulo, entdo existem tnicos ¢, € K|[x] que satisfazem a
seguinte relacao:

f(z) = g(z)q(z) + r(x),onde r = 0 ou Or < Jg.

Decorre deste, o seguinte resultado: se f € K|x] tal que Jf = n, entdo o ndmero de raizes de f
em K é no maximo n, mais ainda, o nimero de raizes de f em uma extensao L de K é também
no maximo n.

A verificacdo da irredutibilidade de um polindmio em um corpo K ndo é, em geral, um
problema simples. O lema de Gauss afirma que se f€Z[z| (polindmio na varidvel x com co-
eficientes inteiros) € irredutivel em Z, entdo f € irredutivel sobre o corpo Q. Através desse
lema mostramos a validade do critério de Eisenstein: se f(x) = ag + a1z + ... + a,z" é um
polindmio em Z[z| e existe p um inteiro primo, tal que p { a,,, p | ao, a1, ..., a,_1 € p* 1 ag, entdo
f é irredutivel em Q.

Por fim, através do lema de Gauss, verificamos que se f(x) = ag+ a1z + ... + a,2" € Z[z],
existe um inteiro primo p tal que p { a,, e f é irredutivel em Z,, entdo f € irredutivel em Q.
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